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Wstep

Caly ubieglty XX wiek to okres niebywatego rozkwitu analizy zespolonej. Po dy-
namicznym rozwoju w ostatnich latach minionego wieku teorii funkcji analitycznych
— glownie wielu zmiennych — wydawalo sie¢, ze analiza, ,krélowa” posrod dziedzin
matematyki, wejdzie w trzecie tysiaclecie jako kompletna, zamknig¢ta teoria. Rzeczy-
wisto$¢ jest jednak inna. Istnieje wciaz wiele dziedzin w obrebie analizy zespolonej,
ktore czekaja na poglebione studia. Jedna z nich jest teoria funkcji holomorficz-
nie niezmienniczych, gdzie wciaz wiele pytan pozostaje otwartych. Podstawowym
narzedziem w owej teorii sa funkcje zwane pseudoodlegtosciami oraz pseudometry-
kami. Stad tez rodza si¢ naturalne pytania; czy i kiedy owe pseudoodleglosci sa
odleglosciami? A jedli tak, to czy sa one odlegto$ciami zupelnymi?

Przez ostatnie dziesigciolecia powstalo wiele prac zmagajacych sie z powyzsza
tematyka i w teorii odlegloéci i metryk holomorficznie niezmienniczych funkcjo-
nuje spora liczba rozmaicie definiowanych pseudoodlegtosci. Dla wielu sposréd nich
odpowiedZ na pytania dotyczace hiperbolicznosci (tzn. faktu ,bycia odlegloscia”)
oraz zupelnosci jest znana catkowicie lub cho¢by czesciowo. Lwia czes¢ dotychczaso-
wych wynikéw znalezé mozna we wspaniatej monografii profesoréw M. Jarnickiego
i P. Pfluga (zob. [Jar-Pfl 93]), po$wieconej odlegtoéciom i metrykom holomorficznie
niezmienniczym, ktéra, mimo dziesieciu lat, jakie uptynety od jej wydania nic nie
stracita ze swej aktualnosci i wciaz imponuje zakresem, precyzja oraz ilosciag omo-
wionego materialu. Bez watpienia, owa monografia powinna sta¢ sie ,biblig” dla
kazdego, kto zechcialby poznaé teori¢ odlegtosci i metryk holomorficznie niezmien-
niczych.

7 cala pewnodcia, ksiazka M. Jarnickiego i P. Pfluga zainspirowata autora do
poglebionego studiowania wlasnosci pewnej klasy odlegtosci wewnetrznych, defi-
niowanych jako formy catkowe pseudometryk. I wlasnie zbadanie podstawowych
wtasnosci tych odlegtosci, ze szczegdlnie duzym naciskiem potozonym na problem
ich zupelnosci, jest celem niniejszej rozprawy.

W roku 1985 M. Klimek zaproponowal definicje uogélnionej plurizespolonej funk-
cji Greena. Funkcja ta, bedaca biholomorficznym niezmiennikiem, odgrywa wazna
role w teorii pluripotencjatu. Istnieje jednak wiele powodéw, dla ktérych postugiwa-
nie sie plurizespolong funkcja Greena staje sie niekiedy klopotliwe (brak symetrii,
trudnosé¢ w wyliczaniu efektywnych formul dla wielu podstawowych obszaréw, itp.).
Dlatego tez w roku 1998 S. Kobayashi, piszac monografie Hyperbolic Complex Spa-
ces (zob. [Kob 98]), przedstawil alternatywe dla funkcji Greena. Miataby nia byé
forma catkowa pseudometryki Azukawy, ktora, bedac odlegtoscig — i to wewnetrzna
— jest o wiele regularniejsza od plurizespolonej funkcji Greena zdefiniowanej przez
M. Klimka.

Sugestia S. Kobayashiego jest wystarczajaca motywacja do badania elementar-
nych wlasnoéci formy catkowej pseudometryki Azukawy. Poniewaz jednak jej defi-



nicja moze by¢ zrodtem pewnych klopotéw natury technicznej (definicja pseudo-
metryki Azukawy opiera sie na pewnej podklasie funkcji plurisubharmonicznych,
w przeciwienstwie do np. definicji pseudometryk Carathéodory’ego—Reiffena wyz-
szych rzedéw, ktére definiowane sa na podrodzinach funkcji holomorficznych), roz-
sadnie wydaje sie zacza¢ od poznania wlasciwosci wewnetrznych odleglosci Ca-
rathéodory’ego—Reiffena wyzszych rzedéw, ktére, w pewnych warunkach, aproksy-
mujg forme catkows pseudometryki Azukawy.

Teraz mozemy udcisli¢ zakres niniejszej pracy. Gléwnym jej celem jest bada-
nie zupetnoéci pewnych klas obszaréow ze wzgledu na wewnetrzne odlegtosci Ca-
rathéodory’ego—Reiffena wyzszych rzedow. Przedstawione wyniki moga stanowic¢
punkt wyjscia do dalszych badan problemu zupelnosci obszaréow ze wzgledu na
odleglos¢ definiowana jako forma catkowa pseudometryki Azukawy.

Catos¢ pracy zorganizowana zostala nastepujaco.

Rozdzial I zawiera podstawowe definicje i elementarne wlasnosci definiowanych
obiektow. I tak, Podrozdziat 1.1 wprowadza pojecie holomorficznie kontraktywnych
rodzin pseudoodlegtosci i pseudometryk. Podrozdziaty 1.2 oraz 1.3 poswigcone sa
odpowiednio definicjom funkcji Mobiusa i pseudometryk Carathéodory’ego—Reiffe-
na wyzszych rzedéw oraz funkcji Greena i pseudometryce Azukawy. Zawarto w nich
rowniez podstawowe wlasnosci definiowanych obiektow. W Podrozdziale 1.4 przed-
stawione sa dwie metody konstrukcji pseudoodlegtosci holomorficznie kontraktyw-
nych, a wéréd nich, majaca kluczowe znaczenie dla dalszych rozwazan, metoda z
uzyciem tzw. operatora formy catkowej, ktora pozwala z dowolnej pseudometryki
skonstruowa¢ wewnetrzna pseudoodleglosé. Podrozdziat 1.5 zawiera ogdlne rozwa-
zania dotyczace problemu hiperbolicznoéci rozwazanych pseudoodlegtoséci. Gene-
ralna dyskusja zagadnienia zupetnosci obszarow w C" ze wzgledu na zdefiniowane
odleglosci przedstawiona jest w Podrozdziale 1.6. Podrozdziat 1.7 sygnalizuje szcze-
g6lny przypadek zupelosci, stanowiacy tres¢ Rozdziatu I1, a dotyczacy zupetnosci
pewnej klasy obszaréw plaskich (tzw. obszaréw typu Zalcmana) ze wzgledu na we-
wnetrzne odlegtosci Carathéodory’ego —Reiffena wyzszych rzedow. Trescia Podroz-
dziatu 1.8 jest charakteryzacja zupelnosci pseudowypuktych obszaréw Reinhardta
ze wzgledu na wyzej wspomniane odlegtosci Carathéodory’ego—Reiffena.

Rozdzial 11 zawiera wyniki dotyczace zupelnosci ptaskich obszaréw typu Za-
lcmana wzgledem wewnetrznych odlegtosci Carathéodory’ego—Reiffena wyzszych
rzedow. W Podrozdziale 2.1 zamieszczony jest rezultat mowiacy o tym, ze pojecie
zupetosci wzgledem tych odleglosci nie jest tozsame w przypadku réznych rzedow.
Moéwiagc doktadniej, przedstawiona jest konstrukcja plaskiego obszaru typu Zalc-
mana, zupelnego ze wzgledu na wewnetrzne odleglosci Carathéodory’ego—Reiffena
rzedu wickszego od dowolnie ustalonej liczby naturalnej k, ktéry jednocze$nie nie
jest zupelny wzgledem wspomnianych odleglosci rzedu nie wiekszego od k (Twier-
dzenie 2.1.2). W Podrozdziale 2.2 znajduje sie pare uwag dotyczacych zwiazku
miedzy zupelnoscia obszaru, a wzrostem odpowiednich odleglosci wewnetrznych.



Zupetnosé pseudowypuktych obszarow Reinhardta jest tematem Rozdziatu III.
Podrozdzial 3.1 zawiera definicje oraz lematy pomocnicze dotyczace geometrycz-
nych wtasnosci pseudowypuktych obszaréw Reinhardta. W Podrozdziale 3.2 przed-
stawiony jest drugi gléwny wynik rozprawy. Jest to twierdzenie gloszace réwnowaz-
no$¢ zupetosci ze wzgledu na wewnetrzne odleglosci Carathéodory’ego—Reiffena
wyzszych rzedow oraz zupelnosci wzgledem odlegtosci Carathéodory’ego w klasie
hiperbolicznych pseudowypuklych obszaréw Reinhardta (Twierdzenie 3.2.2).

Wreszcie, w Dodatku, zamieszczone zostaty definicje i wtasnosci dobrze znane w
teorii funkcji holomorficznych wielu zmiennych, ktoére, jako nie zwiazane bezposred-
nio z zagadnieniami pseudoodlegtoéci holomorficznie niezmienniczych, nie zostaty
wtaczone do tekstu gléwnego pracy.

Na koncu, dla wygody Czytelnika, przedstawiono jeszcze raz, w formie listy,
wykaz wszystkich symboli i oznaczen uzywanych w niniejszej pracy. Catosé zamyka
(z powodbéw oczywistych — niekompletna) bibliografia.
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Chciatbym przede wszystkim podziekowaé¢ mojemu opiekunowi naukowemu, pro-
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I. Wprowadzenie

1.1. Holomorficznie kontraktywne rodziny funkcji i pseudometryk. Niech
E oznacza dysk jednostkowy w C (lista stosowanych symboli znajduje sie na koficu
niniejszej pracy). Zdefiniujmy

A1 — Aa
A, Ag) i=|————|, A, A\ €EFE,
m(1 2) '1_>\1)\2 1, A2
X
’y(/\;X)::1|_|L|2, ANeEE, XeC.

Funkcje m nazywamy odlegtoscig Mobiusa. Wprowadzmy tez nastepujaca odlegtosé
Poincarégo
p = tanh~ ' m.

Punktem wyjsécia do rozwazania rodzin funkcji holomorficznie kontraktywnych jest
nastepujace

Twierdzenie 1.1.1 (Lemat Schwarza—Picka). Niech f € O(E, E). Wtedy

(a) p(f(A1), f(A2)) < p(A1,A2), A1, A2 € F,
(b) YFON); f(N) <v(M1), A€ E.

Ponadto, jesli w (a) zachodzi réwnosé dla pewnych Ay # Ao lub w (b) zachodzi
rownos$é dla pewnego \, to nieréwnosci w (a) i (b) stajg sie réwno$ciami.

Okazuje sie, ze istnieja analogony funkcji p i v, dla ktérych wersja Lematu
Schwarza—Picka jest prawdziwa w innych obszarach.

Zanim podamy przyktady takich funkcji, wprowadzimy pewna pomocnicza defi-
nicje. Niech R} :={z € R: z > 0}.

Funkcje d : X x X — R, gdzie X jest niepustym zbiorem, nazywamy pseudo-
odlegtosciq, jesli

ed(x,z)=0, x € X;

o d(z,y) =d(y, ), z,y € X;

o d(z,y) <d(z,2) +d(z,y), z,y,z € X.

Pseudoodlegtosé d nazywamy odlegtoscia, jesli spetnia dodatkowo warunek

o d(z,y) >0, z,yc X, z #vy.

W latach dwudziestych ubieglego wieku Carathéodory zdefiniowal dla dowolnego
obszaru D C C™ nastepujaca funkcje (zob. [Car 27]):

cp(z,w) = sup{p(f(2), f(w)) : f € O(D, E)}, zweD.

Funkcje cp nazywamy pseudoodlegtosciqg Carathéodory’ego obszaru D. Wprost z de-
finicji i Lematu Schwarza—Picka wynika, ze cp = p oraz cg(F(z), F(w)) < c¢p(z,w)
dla dowolnego odwzorowania F € O(D,G), gdzie D,G sa obszarami w C". Od
teraz, az do konca pracy, przez D, G bedziemy oznacza¢ obszary w C”.



Konstrukcja Carathéodory’ego prowadzi nas do zdefiniowania rodziny funkcji
holomorficznie kontraktywnych.

Rodzing funkcji d := (dp)p obszar w Cr, gdzie dp : D x D — Ry, nazywamy
holomorficznie kontraktywng, jesli

(1.1.1) dg = p,
(1.1.2) da(F(z), F(w)) <dp(z,w), FeO(D,Q), z,weD.

Wiasnoséé (1.1.1) odgrywa jedynie role uniformizacji, natomiast kluczowsa jest wila-
snosé (1.1.2) méwiaca, ze odwzorowania holomorficzne sa kontrakcjami ze wzgledu
na funkcje dp i dg. Zauwazmy, ze w przypadku, kiedy odwzorowanie F' jest biho-
lomorficzne, nier6wno$é w (1.1.2) staje sie réwnoscia.

Oczywiscie, pseudoodlegtos¢ Carathéodory’ego tworzy rodzine funkcji holomor-
ficznie kontraktywnych. W dodatku, z uwagi na Lemat Schwarza—Picka, jest ona
y,hajmniejsza” sposrdéd wszystkich rodzin funkcji holomorficznie kontraktywnych.
Oznacza to, ze dla dowolnej rodziny d takich funkcji zachodzi nieréwnos¢:

(1.1.3) cp <dp, D jest obszarem w C".

Zajmijmy sie teraz odpowiednikiem funkcji 7. Zanim to jednak zrobimy, przyj-
mijmy kolejna pomocnicza definicje.

Funkcje 6p : D x C" — R4 nazywamy pseudometrykq, jeSli dp(z;AX) =
IA0p(2z; X) dla wszystkich (z, X) € D x C", X € C.

W latach sze$édziesiatych ubieglego stulecia Reiffen zdefiniowal dla dowolnego
obszaru D C C™ nastepujaca funkcje (zob. [Rei 65]):

vp(2 X) = sup{y(f(2); f(2)X) : f € O(D,E)}, z€D, XeC"

Funkcje vp nazywamy pseudometrykq Carathéodory’ego—Reiffena obszaru D. Z de-
finicji oraz Lematu Schwarza—Picka wynika, ze vg = 7 oraz vq(F(z); F'(2)X) <
vp(z; X) dla dowolnego odwzorowania F' € O(D, G), gdzie D, G sa obszarami w
C.

Podobnie jak w przypadku konstrukcji Carathéodory’ego powyzsza definicja pro-
wadzi do zdefiniowania rodziny pseudometryk holomorficznie kontraktywnych.

Rodzing 6 := (6p) D obszar w Cn, gdzie ép : D x C" — R, jest pseudometryka,
nazywamy holomorficznie kontraktywng rodzing pseudometryk, jesli

(1.1.4) 0 =7,
(1.15)  6a(F(2);F'(2)X) < ép(z:X), FeOD,Q), ze D, X € C".

Podobnie jak w przypadku pseudoodleglosci, wlasno$é (1.1.4) odgrywa role unifor-
mizacji, natomiast wlasnosé (1.1.5) méwi, ze odwzorowania holomorficzne sa kontr-
akcjami ze wzgledu na pseudometryki dp i dg. Zauwazmy, ze w przypadku, kiedy
odwzorowanie F' jest biholomorficzne, nieréwnosé w (1.1.5) staje sie réwnoécia.



Oczywiscie, pseudometryka Carathéodory’ego—Reiffena tworzy rodzine funkcji
holomorficznie kontraktywnych. W dodatku, z uwagi na Lemat Schwarza—Picka,
jest ona ,najmniejszg”’ spoérod wszystkich rodzin pseudometryk holomorficznie
kontraktywnych, tzn. dla dowolnej rodziny ¢ takich pseudometryk zachodzi nie-
réwnosc:

(1.1.6) vp < dp, D obszar w C".

Sposréd licznych wlasnosci pseudoodlegtosci Carathéodory’ego oraz pseudome-
tryki Carathéodory’ego—Reiffena w ponizszym twierdzeniu zebralidémy te, ktére wy-
korzystamy w dalszych czesSciach pracy.

Twierdzenie 1.1.2. ([Jar-Pfl 93]) Niech D C C™ bedzie dowolnym obszarem.

(a) Dla dowolnych punktow z,w € D istnieje funkcja f € O(D,FE) taka, Ze
p(f(Z), f(UJ)) = CD(va>'

(b) cp jest funkcjq ciggla.

(¢) cp, = cplp. xE,, gdzie E, := E\ {0}.

(d) Dla dowolnych z € D, X € C" istnieje funkcja f € O(D,E) taka, Ze
7(2) = 0 oraz |f()X| = 7p (2 X).

(e) v jest funkcjq cigglq.

(

f) im v, % = vp(z; X) dla dowolnych z € D, X € C", || X]| =
Zliz//
X
1, gdzie || - || oznacza norme euklidesowa w przestrzeni C" zdefiniowang dla z =

(21, vy 2n) € C™ jako ||z := (Z?Zl 2| %)1/2.

Funkcje f € O(D, F) spelniajaca wlasno$¢ (a) (odp. (d)) nazywamy ekstremalng
dla cp (odp. vp).

Mozna definiowaé wiele rozmaitych rodzin pseudoodlegtosci oraz pseudometryk
holomorficznie kontraktywnych. Ponizej przedstawiamy wylacznie dwa przyktady
konstrukeji takich pseudometryk, ktore beda miaty dla nas szczegdlnie duze zna-
czenie.

1.2. Funkcje Mobiusa i pseudometryki Carathéodory’ego—Reiffena wyz-
szych rzedéw. Dla k € N (przyjmujemy, ze 0 ¢ N), oraz obszaru D C C™ niech

m(Dk)(z,w) = sup{|f(w)|*'*: f € O(D,E), ord, <k}, zwe D,
gdzie ord, f oznacza krotno$¢ zera funkcji f w punkcie z. Funkcje mg) nazywamy
k-tg funkcjg Mobiusa obszaru D lub funkcjg Mobiusa rzedu k obszaru D. Jest to
naturalne uogdlnienie funkcji Mobiusa, gdyz mg) =m.

Ponizej przedstawimy kilka podstawowych wtasnosci funkcji m%).
Twierdzenie 1.2.1. ([Jar-Pfl 93|, [Niv 95]) Niech D C C™ bedzie dowolnym ob-
szarem, k,l € N.

(a) Dla dowolnych punktéow z,w € D istnieje funkcja f € O(D,E) taka, Ze
ord, f >k oraz |f(2)|V/*F = m(Dk)(z,w),



b) Funkeja m'\¥) (2, ) jest ciagla.
(b) ja mp’(z,-) jest cigg

¢) Funkcja m\® jest potciggla z gory.

(c) jamp’ J qgla z gory

(d) Jesli obszar D jest biholomorficzny z pewnym obszarem ograniczonym, to
m(Dk) jest funkcjg cigglq.

(e) km(Dk) + lm(Dl) < (k+ l)m(DkH). W szczegolnosci, mg) < mgl).

Funkcje f € O(D, E) spelniajaca wlasnosé (a) nazywamy ekstremalng dla m(Dk).

Zauwazmy, ze dla k > 2 funkcja mg) nie musi by¢ ani symetryczna ani ciagla.
Przyklad obrazujacy te wlasnos$ci mozna znalezé wérdd elementarnych obszarow
n-kotowych (zob. Twierdzenie 1.2.3). Pomimo wtasno$ci z T'wierdzenia 1.2.1 (e) nie
wiadomo, czy funkcje mg) tworza ciag monotoniczny.

Nietrudno jednak wykazaé, korzystajac z Twierdzenia 1.2.1 (e), ze istnieje na-
stepujaca granica

cp = klinolo mg).

Funkcje ¢35 nazywamy osobliwg funkcjq Carathéodory’ego obszaru D.

Przejdzmy teraz do definicji pseudometryki, majacej kluczowe znaczenie dla na-
szych rozwazan. Wczesniej wprowadzimy jednak pewne wygodne oznaczenia. I tak

e jesli 8= (G1,...,0n) € 7%, to 18] := Z?:l Bj;

ejesli k€ N, to I} :={B € Z} : |B| =k}, o} := #I}};

o jesli X = (X1,...,X,) € C", B € Z", to X7 :=T]I_, X}

o jesli f € 2, f € O(D,E), to DOf := - 8L

zﬁl...azg" )
Dla k € N oraz f € O(D, F) definiujemy 1

1
foy(2)X = 521 EDﬁf(z)Xﬁ, zeD, X eC"
elp

Niech
Vg)(z;X) = sup{|f(;€)(Z)X\l/”C :f€O(D,E), ord, f >k}, ze€D, X eC".

Funkcje ’yg) nazywamy pseudometrykq Carathéodory’ego—Reiffena rzedu k obszaru

D (zob. [Jar-Pfl 91]). Zauwazmy, ze 'y(Dl) = ~p oraz, z uwagi na (1.1.6), vp < ’ygc)
dla k£ > 1.

Sposréd wielu elementarnych wlasnosci pseudometryki Carathéodory’rgo—Reiffe-
na rzedu k£ w ponizszym twierdzeniu zebralismy te, ktére wykorzystamy w dalszych

rozwazaniach.

Twierdzenie 1.2.2. ([Jar-Pfl 93|, [Niv 95]) Niech D C C™ bedzie dowolnym ob-
szarem, k,l € N.

(a) Dla dowolnych z € D oraz X € C" istnieje funkcja f € O(D, E) taka, Ze
ord, f > k oraz |f(k)(z)X|1/k = 'ygf)(z;X).

(b) ¥ (2:-) jest funkejq cigglq.
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(c) v ( ) jest funkcjq potciggle z gory.

(d) Jeslz obszar D jest biholomorficzny z pewnym obszarem ograniczonym, to
fyg) jest funkcjq ciggla. Co wiecej ([Nik 00]), jesli yp(z; X) > 0 dla dowolnych
ze D, X eC"\ {0}, to 'ygf) jest funkcjq cigglq.

(e) (v (k)) (v (l)) < (v (kH))kH W szczegdlnosci, fy( ) < y(kl).

(£) ¥5 (2 X) = limy o iy (2, 2 + AX).

(k) ,_r _rm
(g) im v, M = Vg)(z;X) dla dowolnych z € D, X € C", | X|| =

Z/;éz//
’_ //

// I —X

===

Funkcje f € O(D, F) spelniajaca wlasno$¢ (a) nazywamy ekstremalng dla fy( ),
Zwracamy uwage, ze w przypadku k£ > 2 funkcja ’y( ) generalnie nie musi by¢ ciagta
(zob. Twierdzenie 1.2.3). Pomimo wtasnosci z Twierdzenia 1.2.2 (e) wiadomo, ze

(k)

funkcje v, nie tworza ciggu monotonicznego ze wzgledu na k (zob. Twierdzenie
1.2.3).

Podobnie jak w przypadku funkcji Mobiusa wyzszych rzedéw mozna wykazac,
korzystajac z Twierdzenia 1.2.2 (e), Ze istnieje granica

D - hm ’y( ),

Funkcje v nazywamy osobliwg pseudometrykq Carathéodory’ego obszaru D.
Ponizsze twierdzenie jest przyktadem ilustrujacym fakt, iz funkcje mg), fyg)

nie sg ciagle w ogdlnym przypadku. Pokazemy, ze funkcje te nie sa ciaglte w klasie

elementarnych obszaréw n-kotowych. Jest to klasa obszaréw, ktora dostarcza takze

(k) + (k)

przyktadéw na inne wlasnosci funkcji my,” i v5,”.
Niech
Dy :={z€C": 2% <1},
gdzie a = (aq,...,a) € N* aq,...,a, sa wzglednie pierwsze (n > 2). Obszar
D, nazywamy elementarnym obszarem n-kolowym lub elementarnym obszarem Re-
inhardta. Przyjmijmy ¢(z) := 2%, r(z) := ord.(¢ — ¢(z)). Ponadto, zdefiniujmy
DY :={(z1,...,2n) € Dy : 21...2,, # 0}. Dla t > 0 niech

t jegli t € N

Ev(t) = { 1+t jedlit¢ N’

gdzie [t] oznacza cze$¢ catkowita liczby ¢ € R.

Twierdzenie 1.2.3. ([Jar-Pfl 93]) Dila z € D, niech r := r(z). Wowczas dla
dowolnego k € N mamy

m$y) (z,w) = [m(¢(2), p(w)| PP+, 2 we D,

(k)(z X) _{ E(D(2); b (2)X)]7 jeslir|k

, z€D,, XeC"
0 jeslir fk
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Uwaga 1.2.4. (a) Jedli 2 € DY, to r(z) = 1.
(b) ([Jar-Pfl 93]) Jesli k > 2, to m%i nie jest funkcja symetryczna. Istotnie, jesli
ze€ DY to
1 k
mi) (0.2) = [6(2)[F5HF0 > [6(2)] = mi3) (2, 0).

(¢) ([Jar-Pfl 93]) Jedli k > 2, to mgci nie jest funkcja ciagla. Istotnie, jedli DY >
z; — 0, to

m$) (25, 2) = m(p(z), $(2)) — |6(2)] < mB) (0, 2).

(d) ([Jar-Pfl 93]) Jesli k& > 2, to istnieje wektor X € C™ taki, ze ’y( )( ; X) nie
jest funkcja ciagla. Istotnie, jesli DY > z; — 0, to

v (25 X) = v (8(2); ' (2) X) — |6/(0) X]|.

Z drugiej strony, Ua”(O;X) = | X|VIel. Poréwnujac zbiory zer funkcji X
¢’'(0)X oraz X — X“ widzimy, ze istnieje wektor Xy € C™ taki, ze |¢'(0)Xo| #
xlal,

(e) Ciag (v (k )) % nie jest monotoniczny (tj. nie jest rosnacy). Istotnie, zauwazmy,
ze dla dowolnego wektora X € C7, gdzie C := (C,)", C, :=C\ {0}, mamy

e (0:X) = X°TT > 0 =757 (0; X),

oile |a > 1.

1.3. Funkcja Greena i pseudometryka Azukawy. Kolejna, istotna dla dal-
szych rozwazan, pseudometryka holomorficznie kontraktywna jest pseudometryka,
ktorej definicje zaproponowat w 1986 roku K. Azukawa. Zaczniemy jednak od wpro-
wadzenia plurizespolonej wersji funkcji Greena, kluczowego pojecia teorii pluripo-
tencjatu.

W roku 1985 M. Klimek wprowadzil nastepujaca definicje (zob [Kli 85]). Dla
dowolnego obszaru D C C" oraz z € D niech

Kp(z) :={u:D —[0,1) : logu € PSH(D),
Anrrso: u(w) < M||w—z||,w € B(z,r) C D}.
Definiujemy
gp(z,w) :=sup{u(w) :u € Kp(z)}, =z we D.

Funkcje gp nazywamy plurizespolong funkcjq Greena obszaru D.
Dalej, przyjmijmy (zob. [Azu 86])

1
Ap(z; X) := limsup |/\|gD(z z4+MX), zeD, X eC".
A—0
Funkcje Ap nazywamy pseudometrykq Azukawy obszaru D. W ponizszym twier-
dzeniu zgromadzone sg podstawowe wtasnosci funkcji Greena i pseudometryki Azu-
kawy.
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Twierdzenie 1.3.1. Niech D C C" bedzie dowolnym obszarem.
(a) (zob. [Kli 85]) Jesli P C D jest domknietym zbiorem pluripolarnym, to

9gp\pP = 9D|(D\P)><(D\P)7

Ap\p = Ap|(p\P)xCn-

(b) Jesli D jest obszarem ograniczonym, to dla dowolnego w € D funkcja gp (-, w)
jest ciggla.

(¢) Dla dowolnego w € D funkcja gp(-,w) jest pélciggla z gory.

(d) (zob. [Dem 87|, [Kli 91]) Jesli D jest obszarem hiperwypuklym, to funkcja gp
jest ciggla na D x D, gdzie gp|pxop := 1.

(e) (zob. [Kli 89]) Jesli D jest obszarem pseudowypukliym, to funkcja gp jest
polciggla z gory.

(f) (zob. [Azu 84], [Kli 89]) Dla dowolnego z € D funkcja Ap(z;-) jest pdlciggla
z gory.

(g) (zob. [K1i89]) Jesli funkcja gp jest pélciggla z gory, to funkcja Ap jest pdl-
ciggta z gory.

Warto zauwazy¢, ze dla dowolnego obszaru D, na mocy definicji, zachodza na-
stepujace nieréwnosci

(1.3.1) m®*) < cp <gp, keN,
(1.3.2) FF) <4 < Ap, keN.

Okazuje sig, ze prawe nier6wnosci we wzorach (1.3.1) oraz (1.3.2) staja sie réwno-
Sciami, jesli na przyklad D jest obszarem $cidle hiperwypuklym. Ponizsze twier-
dzenie jest uogdlnieniem rezultatu L. Lemperta z roku 1983 (zob. [Lem 83]), ktére
dotyczyto klasy obszarow $cisle wypuktych.

Twierdzenie 1.3.3. ([Niv 95], [Nik 00]) Jesli D C C™ jest obszarem ograniczonym
i Scisle hiperwypuktym, to ¢ = gp oraz vy = Ap.

Warto nadmienié, iz w w powyzszym twierdzeniu S. Nivoche wykazata réwnosé
vy = Ap poza pewnym zbiorem miary zero. Natomiast réwnos¢ obu funkcji na
calym obszarze D udowodnit w roku 2000 N. Nikolov.

Niedawno N. Nikolov i W. Zwonek wykazali, ze wspomniane réwnosci zachodza
takze w szerokiej klasie obszarow ptlaskich. Niestety, z drugiej strony, réwnosci owe
nie sa prawdziwe juz w klasie ptaskich obszaréw hiperwypuklych. Méwi o tym
ponizsze

Twierdzenie 1.3.4. ([Nik-Zwo 02]) (a) Niech D bedzie plaskim obszarem, dla
ktorego zbior jednopunktowych sktadowych spojnych jego dopelnienia jest zbiorem
polarnym. Wtedy

¢y =9p, p = A4bp.

(b) Istnieje hiperwypukly obszar plaski D C C taki, Ze ¢S # gp oraz v # Ap.
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1.4. Operatory d — d* oraz § — [§. Operatory te pozwalaja na ,produ-
kowanie” nowych pseudoodlegtosci. Zaréwno z pseudoodleglosdci juz istniejacych
(operator d — d*), jak i z pseudometryk (operator § — [§).

Zajmiemy sie najpierw operatorem d — d'. Niech d = (dp) bedzie rodzing
pseudoodlegtosci holomorficznie kontraktywnych. Dla krzywej ciaglej o : [0,1] — D
przyjmijmy

Lay (@) :=sup{> _dp(a(tj_1),a(t;)): N€N, 0=ty < ..<ty=1}

Liczbe Ly, () € [0,00] nazywamy dp-diugosciq krzywej a. Jedli Ly, () < 00, to
mowimy, ze « jest krzywa dp-prostowalng (dla pseudoodleglosci dp (z, w) = [|[z—w||
krzywa dp-prostowalna bedziemy nazywaé po prostu ||-||-prostowalna). Zdefiniujmy

dn(z,w) :=inf{Lg, () : & jest krzywa || - ||-prostowalna w D laczaca z i w}
z,w e D.

Oczywiscie dp < d’b.

Twierdzenie 1.4.1. ([Jar-Pfl 93]) Niech d = (dp) bedzie rodzing pseudoodleglosci
holomorficznie kontraktywnych.
(a) Jesli a jest krzywq || - ||-prostowalng, to jest takze krzywq dp-prostowalng.
(b) Rodzina d* = (d%), gdzie dy : D x D — Ry, jest rodzing pseudoodlegtosci
holomorficznie kontraktywnych speiniajgcg warunek

(1.4.1) Veep >0 dp(2',2") < M||2" = 2", 2',2" € B(z,r) C D,

gdzie B(z,r) :={w e C": ||lw—z|| <r}.

(¢) Lai, = Lay,; w szczegdlnosci, (db)t = db,.

Pseudoodleglo$é d, nazywamy wewnetrzng pseudoodlegtoscig dla dp. Pseudo-
odlegloéé dp nazywamy wewnetrzng, jesli dp = db.

Przejdzmy do operatora 6 — [§. Niech ¢ bedzie rodzing pseudometryk holomor-

ficznie kontraktywnych. Dla krzywej « : [0,1] — D kawalkami klasy C! (piszemy
a € Cy([0,1], D)) przyjmijmy

1
Ls, (a) = / dp(a(t); a/(t))dt.
0
Liczbe Ls, () nazywamy dp-diugosciq krzywej a.. Definiujemy
[6p(z,w) == inf{Ls,(a) : « € C;([0,1], D), a(0) = z,(1) = w}, zw € D.

Funkcje [0p nazywamy formg calkowq dp.
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Twierdzenie 1.4.2. ([Jar-Pfl 93]) Niech 6 = (0p) bedzie rodzing pseudometryk
holomorficznie kontraktywnych. Wtedy

(a) rodzine [0 = ([dp), gdzie [p : D x D — Ry, jest rodzing pseudoodleglosci
holomorficznie kontraktywnych spelniajgcqg warunek (1.4.1);

(b) Lys, (@) < Ls, () dla dowolnej krzywej a € Cy([0,1], D); w szczegdlnosci,
(/op)' = [dp.

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze istotnie operator § — [ pozwala na tworze-
nie z rodzin pseudometryk holomorficznie kontraktywnych rodziny pseudoodlegto-
Sci holomorficznie kontraktywnych, i to w dodatku pseudoodlegtosci wewnetrznych.
Nietrudno takze zauwazy¢, ze operator 6 — [ jest operatorem monotonicznym.
Moéwi o tym ponizsze

Twierdzenie 1.4.3. Niech 6},0% bedg dwoma pseudometrykami holomorficznie
kontraktywnymi takimi, e 6% < 6%. Wtedy [0 < [%).

W dalszej czeéci pracy zajmowaé sie bedziemy gléwnie pseudoodlegtosciag zde-
finiowang jako forma catkowa pseudometryk Carathéodory’ego—Reiffena wyzszych
rzedow, tzn.

I (2, w) = inf{L_w(a):ac C,([0,1],D), a(0) = z,a(1) =w}, zw € D,

Z uwagi na Twierdzenie 1.4.2, [ ygf) bedziemy tez nazywaé¢ wewnetrzng pseudoodle-
gltoscig Carathéodory’ego—Reiffena rzedu k.
Nietrudno pokazaé, wykorzystujac Twierdzenie 1.1.2 (f), ze L., (o) = Lv(l)(a)
D

dla dowolnej krzywej o € C([0,1], D). W konsekwencji, ¢}, = ffyg).

S. Kobayashi zwrécil uwage (zob. [Kob 98]), ze warto rozwazaé pseudoodlegto$é
holomorficznie kontraktywna zdefiniowang jako forme catkowa pseudometryki Azu-
kawy, tzn. [Ap. Jest ona obiektem konkurencyjnym do plurizespolonej funkcji Gre-
ena gp, a przy tym [Ap jest funkcjg bardziej regularna — jest pseudoodlegloscia, i
do tego wewnetrzna. Z tych wzgledéw pozadane wydaje sie doktadniejsze zbadanie
wlasnosci tej funkcji.

W tym miejscu zauwazmy tylko, ze dzieki nieréwnosciom (1.1.3), (1.1.6) i (1.3.2)
oraz Twierdzeniom 1.4.1 i 1.4.3 dla dowolnego obszaru D C C" zachodzg nieréw-
nosci

(1.4.2) cp <cp =175 <[ <[y < JAp, k>1.

1.5. Hiperbolicznos$¢ ze wzgledu na odleglosci niezmiennicze. Niech d =
(dp) bedzie rodzina pseudoodlegtoéci holomorficznie kontraktywnych. Méwimy, ze
obszar D C C"™ jest dp-hiperboliczny, jesli dp(z,w) > 0 dla dowolnych z,w €
D, z # w. Innymi stowy, obszar D jest dp-hiperboliczny, jesli dp jest odlegloscia.

Zauwazmy, ze kazdy obszar ograniczony D jest dp-hiperboliczny. Tym samym,
dzigki biholomorficznej niezmienniczosci pseudoodleglosci dp, kazdy obszar biholo-
morficzny z obszarem ograniczonym jest dp-hiperboliczny.
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Dalej, powiemy, ze obszar D C C™ jest hiperboliczny w sensie Brody’ego (piszemy
w skrocie B-hiperboliczny), jesli kazde odwzorowanie holomorficzne f : C — D jest
stale.

Zauwazmy, iz, z uwagi na nier6wnosé¢ (1.4.2),

D jest cp-hiperboliczny = D jest c¢%-hiperboliczny

= D jest [ fygc)—hiperboliczny = D jest [~} -hiperboliczny
= D jest [Ap-hiperboliczny = D jest B-hiperboliczny.

W przypadku obszaréw ptaskich, tzn. jesli D C C, mamy pelna charakteryzacje
obszaréw hiperbolicznych z uwagi na wspomniane wyzej pseudoodlegtosci. Okazuje
sie, ze w klasie obszaréw plaskich pojecia cp oraz [ 'ygc)—hiperbolicznoéci sg tozsame,
a jedynymi obszarami hiperbolicznymi z uwagi na owe pseudoodleglosci sa obszary
nie bedace obszarami Liouville’a.

Zanim przedstawimy wspomniang charakteryzacje wprowadzmy pewne pomoc-
nicze pojecia.

Niech § = (dp) bedzie rodzina pseudometryk holomorficznie kontraktywnych.
Moé6wimy, ze obszar D C C" jest dp-hiperboliczny, jesli dp(z;-) jest norma dla
dowolnego punktu z € D.

Obszar D C C" nazywamy obszarem Liouville’a, jesli wszystkie funkcje holo-
morficzne i ograniczone na D sg stale (zapisujemy to symbolem H> (D) ~ C, gdzie
H>(D) oznacza klase funkcji holomorficznych i ograniczonych na D). Jesli D nie
jest obszarem Liouville’a, to piszemy krétko H*°(D) # C.

Twierdzenie 1.5.1. ([Jar-Pfl 93], [Sib 75]) Jesli D C C jest dowolnym obszarem,
to nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) D jest cp-hiperboliczny;

ii) D jest 'ygf)—hiperboliczny, k e N;

(
(iii) D jest f’ygc)—hiperboliczny, k e N;
(iv) H*(D) # C.

1.6. Zupelnosé ze wzgledu na odleglosci niezmiennicze. Niech d = (dp) be-
dzie rodzing pseudoodlegtosci holomorficznie kontraktywnych. W przypadku, kiedy
funkcja dp jest odlegtoscia, w naturalny sposéb mozna wprowadzi¢ pojecie zupet-
nosci.

Przypomnijmy, ze dp-hiperboliczny obszar D C C™ nazywamy dp-zupetnym,
jesli dowolny dp-cigg Cauchy’ego (zj);-";l C D jest zbiezny do pewnego punktu
2% € D w topologii naturalnej na D.

Whprowadzimy jeszcze jedno pojecie blisko zwiazane z pojeciem zupeinosci. Po-
wiemy mianowicie, ze dp-hiperboliczny obszar D jest dp-skonczenie zwarty, jesli
dla dowolnych z € D, r > 0, kula By, (z,7) := {w € D : dp(z,w) < r} jest re-
latywnie zwarta (w naturalnej topologii w D). Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnego
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obszaru dp-hiperbolicznego zachodza zwiazki

D jest dp-skonczenie zwarty =- D jest dp-zupelny,

D jest cp-zupelny = D jest f’ygc)—zupelny
= D jest [yD-zupelny = D jest [Ap-zupelny, ke N,

oraz

D jest cp-skonczenie zwarty = D jest [ ’ygc)—skoﬁczenie zwarty

= D jest [v] -skonczenie zwarty = D jest [Ap-skonczenie zwarty, k € N.

Dzieki Twierdzeniu 1.2.2 (e) otrzymujemy natychmiast dodatkowe zaleznosci. Dla
dowolnych liczb k,l € N,

D jest fyg)—zupelny = D jest fygl)—zupelny,

D jest [ ’ygc)—skoflczenie zwarty = D jest [ ygl)—skoﬁczenie zwarty.

Ponizsze twierdzenie pozwoli nam w nastepnym Podrozdziale wymiennie stoso-
wacé pojecia zupelosci i skonczonej zwartosci.

Twierdzenie 1.6.1. ([Rin 61], [Coh-Vos 35|, [Jar-Pfl 93]) Niech dp bedzie cig-
glg wewnetrzng odlegloscig w obszarze D C C™. Wtedy topologia indukowana przez
odlegtosé dp jest rownowazna z topologg naturalng w D. Ponadto, nastepujgce wa-
runki sq rownowazne:

(i) obszar D jest dp-skoticzenie zwarty;

(ii) obszar D jest dp-zupelny.

1.7. Zupelnosé obszaréw typu Zalcmana. W Rozdziale II zajmujemy sie zu-
petnoscia w szczegbdlnym przypadku, kiedy D jest ptaskim obszarem typu Zalc-
mana. Poniewaz jest to obszar ograniczony, wiec jest on cp-hiperboliczny, a wiec
takze [ vj(jk)—hiperboliczny

(k) k € N, jest ciagly odlegtosécia we-

Poniewaz, na mocy Twierdzenia 1.4.2, [v,
wnetrzna, dlatego, dzieki Twierdzeniu 1.6.1, obszar D jest [ 'ygc)—zupelny wtedy i

tylko wtedy, gdy D jest [ vg)—skoﬁczenie zwarty.

Zanim zaprezentujemy glowny wynik, przedstawimy nastepujaca definicje. Dla
dowolnych ciagow (a;)52, (rj)52; C Rso takich, ze a; — 0, 2r; < a;, dla j € N
oraz B(aj,r;) N B(ak, ) = @ jesli tylko j # k, definiujemy

(1.7.1) = UE (aj,rj).

Taki obszar nazywamy obszarem typu Zalcmana.
Gléwnym wynikiem jest nastepjace
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Twierdzenie 1.7.1. (zob. Twierdzenie 2.1.1.) Dla dowolnego k € N istnieje obszar

typu Zalcmana Dy, ktory jest ffyg?l)—zupe{ny, ale nie jest fvgz -zupelny.

Jak zobaczymy w dowodzie Twierdzenia 1.7.1, fygc) spelia pewne specjalne wa-

runki wzrostu. Nastepujace twierdzenie pokazuje, jak ostroznie trzeba konstruowac
odpowiedni obszar. Przyjmijmy dist(z,0D) := inf{||z — w|| : w € 0D}.

Twierdzenie 1.7.2. (zob. Twierdzenie 2.2.1.) Niech D C C bedzie obszarem ogra-

niczonym, k,l € N, k < I, i niech 0 < a < 1 bedzie takq liczbg, aby fygc)(z; 1) <
c(dist(z,0D))~%, z € D, dla pewnej stalej dodatniej c. Wtedy

’yg)(z; 1) < ¢(dist(z,0D))~%, ze D,
dla pewnych stalych dodatnich ¢’ oraz o' < 1.

Poniewaz taki wzrost daje nam niezupetnos$é¢ obszaréw typu Zalcmana, otrzymu-
jemy wiec

Whniosek 1.7.3. Jesli dla dowolnego obszaru typu Zalecmana D istniejg stale do-
datnie ¢ oraz o < 1 takie, zZe

limsupyg)(z; 1) < clz| 77,
0>z—0

to D jest fvg)—mezupeiny dla dowolnego | > k.

1.8. Zupelno$¢ obszaré6w Reinhardta. Zaczniemy od nastepujacej definicji.
Obszar D C C" nazywamy Reinhardta lub n-kotowym, jesli (A1z1,...,\nzn) € D
dla wszystkich punktéw z = (z1,...,2,) € D oraz liczb Ay,..., A\, € C takich, ze
A==\ =1 .

Rozwazmy macierz A := (Ai>?,k:1 € Z"*" taka, ze rzad macierzy rank A = n i
kazdy jej wiersz sktada sie z liczb wzglednie pierwszych.

Dla takiej macierzy okreslamy

Dy(z) =21 = (zAl, ...,,zAn), zeC",

gdzie A7 oznacza j-ty wiersz macierzy A. Wéwcezas @4 € O(C?, C?) dla dowolnej
macierzy A € Z"*".

Ponizsze twierdzenie podaje warunek rownowazny na biholomorficznosé odwzo-
rowania algebraicznego P 4.

Twierdzenie 1.8.1. ([Zwo 00b]) Niech A € Z"*". Wéwczas odwzorowanie P 4 :
CI — C7 jest biholomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy | det A| = 1.

Motywowani powyzszym twierdzeniem powiemy, ze obszar D C C" jest al-
gebraicznie biholomorficzny z obszarem ograniczonym, jesli istnieje macierz A €
Zm*™ | det A| = 1, taka, ze ®4(D) jest obszarem ograniczonym oraz (®4)|p jest
biholomorfizmem na obraz.

W Rozdziale III zajmiemy si¢ zupelnosciag pseudowypuktych obszaréw Rein-
hardta. W tej klasie obszaréw pojecie hiperbolicznosci jest charakteryzowane w
sposOb nastepujacy — hiperboliczne sa tylko obszary biholomorficzne z obszarami
ograniczonymi, o czym mowi nastepujace
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Twierdzenie 1.8.2. ([Zwo 99]) Niech D bedzie pseudowypuklym obszarem Rein-
hardta w C™. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) obszar D jest cp-hiperboliczny;

(ii) obszar D jest f’ygc)—hiperboliczny, ke N;

(iii) obszar D jest B-hiperboliczny;

(iv) obszar D jest algebraicznie biholomorficzny z ograniczonym obszarem Rein-
hardta.

Z uwagi na powyzsze twierdzenie, w klasie pseudowypuklych obszaréw Rein-
hardta wszystkie rozwazane wyzej pojecia hiperbolicznodci sa wzajemnie réwno-
wazne. Dlatego w tej klasie obszaréw ma sens pojecie hiperbolicznosci bez zadnych
przedrostkéw, tzn. hiperboliczno$ci w rozumieniu Twierdzenia 1.8.2.

Niech

Vii={2z€C":2;=0}, j=1,...,n

Dotychczasowa charakteryzacja zupelnych pseudowypuktych obszaréw Reinhardta
przedstawiona jest w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 1.8.3. ([Pfl 84], [Fu 94], [Zwo 00a], [Zwo 01)) Niech D bedzie hiper-
bolicznym pseudowypuklym obszarem Reinhardta. Nastepujgce warunki sqg réwno-
wazne:

(i) obszar D jest cp-skoriczenie zwarty;

(ii) obszar D jest cp-zupelny;

(iii) obszar D jest ograniczony oraz spelniony jest nastepujgcy warunek

(1.8.1) dla dowolnego j € {1,...,n}, jesli DNV; # @, to DNV, # &;

(iv) obszar D jest ¢t -zupetny.

Pierwszy krok w badaniu réwnowaznosci powyzszych warunkéw wykonat P.
Pflug, ktéry wykazal (zob. [Pfl 84]), ze kazdy ograniczony pseudowypukly obszar
Reinhardta, ktéry jest cp-zupelny, jest cp-skonczenie zwarty. Z uwagi na wczesniej-
sze rozwazania wynik ten oznacza réwnowaznos¢ warunkoéw (i) oraz (ii). Dziesieé
lat p6zniej, w roku 1994 S. Fu podal geometryczny warunek (1.8.1) i udowodnil, ze
kazdy hiperboliczny pseydowypukly obszar Reinhardta spelniajacy warunek (1.8.1)
jest ¢p-skoniczenie zwarty. Dowdd réwnowaznosci warunkow (i), (ii) oraz (iii) za-
koniczyl W. Zwonek wykazujac w [Zwo 00a] implikacje (ii)=(iii). Rok pdZniej ten
sam autor udowodnil réwnowaznosé warunku (iv) z pozostatymi trzema warunkami
(zob. [Zwo 01)).

Naszym celem jest udowodnienie naste¢pujacego wyniku.

Twierdznie 1.8.4. (zob. Twierdzenie 3.2.2) Niech k € N. Hiperboliczny pseu-
dowypukty obszar Reinhardta D jest f’ygc)zupeiny wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest
cp-zupelny.
Tym samym, do Twierdzenia 1.8.3 mozna dotozy¢ piaty réwnowazny warunek
(v) obszar D jest fvg)—hiperboliczny, k € N.



19

I1. Zupelnosé obszaréw ptaskich typu Zalcmana

W Rozdziale I1 zajmujemy si¢ problemem zupelno$ci obszaréw ptaskich ze wzgle-
du na odlegtosci holomorficznie kontraktywne zdefiniowane jako formy catkowe
pseudometryk Carathéodory’ego—Reiffena wyzszych rzedow. Celem Podrozdziatu
2.1 jest wykazanie istnienia ograniczonego obszaru D w C, ktory ,rozréznia” zu-
petnosé form catkowych pseudometryk Carathéodory’ego—Reiffena wyzszych rze-
déw w tym sensie, ze D jest obszarem [ 'ygfﬂ)—zupelnym ale nie [ 'ygf)—zupelny. Na-
szym przykladem jest obszar typu Zalcmana (zobacz definicje (1.7.1)). Pokazujemy
takze, ze dla obszaru typu Zalcmana, ktéry rozréznia zupetnosé¢ w powyzszym zna-
czeniu, odpowiednie pseudometryki ’ygc) musza spetniaé¢ specjalny warunek wzrostu
(Podrozdzial 2.2).

2.1. Zupelnos¢ wzgledem odleglosci f*yﬁﬂ i f'yge-l'l). Przedstawimy przyktad

obszaru typu Zalcmana w C, ktory jest zupelny ze wzgledu na forme catkowa pseu-
dometryki Carathéodory’ego—Reiffena rzedu k + 1, ale nie jest zupelny ze wzgledu
na analogiczna odlegltosé rzedu k.

Glowny wynik tego Podrozdziatu to nastepjace

Twierdzenie 2.1.1. ([Zap 02]) Dla dowolnego k € N istnieje obszar typu Zalc-

mana Dy, ktory jest fvgf'l)—zupeiny, ale nie jest ffygl) -zupetny.

W istocie powyzszy rezultat mozna nieznacznie wzmocni¢. Okazuje sie bowiem,
ze korzystajac z tych samych metod mozna wykazaé, iz obszar Dy z Twierdzenia
2.1.1 jest niezupelny dla wszystkich wewnetrznych odleglosci Carathéodory’ego-
—Reiffena rzedu m < k, natomiast jest zupeiny dla odlegtosci tego rodzaju rzedéw
wyzszych od k. Méwi o tym ponizsze twierdzenie. Dodajmy, ze dotychczas nie
wiadomo, czy istnieja obszary (np. typu Zalcmana), ktére sa [v*)-zupelne, ale nie
[y _zupelne.

Twierdzenie 2.1.2. Dla dowolnego k € N istnieje obszar typu Zalcmana Dy, ktory
jest f’ygi -zupeilny, gdzie | > k, oraz nie jest f’ygz)—zupeiny, gdzie m < k.

Z powodow, ktére wyjasnia sie¢ w Podrozdziale 2.2, aby udowodni¢ Twierdzenie
2.1.2, naturalnym jest rozwazanie obszaréw, dla ktérych odlegltosé [ ygf) ma wzrost
ograniczony nastepujaco:

(k) (.. 1) < ¢
b (51) < dist(z,0D)(— logdist(z,dD))>’

a>1,

dla punktu z € D takiego, ze dist(z,9D) < 1.
Zauwazmy, ze w przypadku ptaskim pseudometryka Carathéodory’ego—Reiffena
rzedu k przyjmuje nieskomplikowana postaé

1 1/k
Vg)(Z;X) = sup{‘gf(k)(z)X‘ :f€O(D,E), ord, f > k}, ze D, X eC.

W dowodzie Twierdzenia 2.1.2 wykorzystamy nastepujace lematy, ktoérych do-
wody przedstawimy na koncu tego Podrozdziatu.
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Lemat 2.1.3. Jesli D jest obszarem typu Zalcmana, wowczas dla dowolnego k €
N istnieje stala dodatnia ¢ = ci(k) taka, Ze dla dowolnej funkcji f € O(D, E)
zachodzi wzor

£ ) (2) \<c1—|—clz T z e [~1/2,0).

Lemat 2.1.4. Dla dowolnego k € N istnieje obszar typu Zalcmana Dy, taki, zZe

1
(a) lim sup ffka)(—— z) < oo, m<k,
0>2—0 2’
(b) lii%f”ka(w,Z):OO, w € Dy, | > k.

Dowod Twierdzenia 2.1.2. Ustalmy k € N i rozwazmy obszar Dy taki, jak w Lema-

cie 2.1.4. Wéwczas f’y(DTZ)

(a).
Teraz udowodnimy, ze obszar Dy jest [ ’ygi—zupelny dla [ > k. W tym celu
pokazemy, ze

-niezupelnosé obszaru Dy, jest bezposrednia konsekwencja

lim ffygi(w,z) =00, 20€ 0Dy, we Dy, |>k.

zZ—20

Ustalmy [ > k oraz w € Dy. Istnieja trzy mozliwosci.

1° Jedli zp = 0, to, wykorzystujac (b), otrzymujemy teze.

2° Jesli |zg| = 1, to, dzieki (1.4.2) oraz kontraktywnosci odleglosci [ 7( 1) , otrzy-
mujemy

lim f’y(l) (w,z) > lim f’yg)(w,z) lim cg(w, z) = oo.

zZ—Zz0 zZ—Zz0 zZ—Zz0

3° Jesli zp € 0B(aj,rj), to, wykorzystujac (1.4.2), kontraktywnos¢ odlegtosci
Carathéodory’ego oraz wlasno$¢ (c) z Twierdzenia 1.1.2, otrzymujemy

lim f’yg (w,z) 2 lim cp, (w,2) > lIm co\pq, (W, 2)

z2—20 z—2z0 zZ—2z0
) r; r; . r; r;
:hmcE*< e )zhm CE< i )zoo,
Z2—20 w—a; 2—aj Z—20 w—a; z2—aj

poniewaz |r;/(z —a;)| — 1 gdy z — z9. O
Pozostaly do udowodnienia Lemat 2.1.3 i Lemat 2.1.4.
Dowdd Lematu 2.1.3. Niech D bedzie obszarem jak w (1.7.1) i niech

D(S) = E\ ( CL(S),T'(S U B CL],T"7 s €N,
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gdzie liczby a), 7y > 0 sa wybrane tak, aby 0 € B(a(s),7(s)), B(aj,r;) C
B(ags),r(s)) dla j > s oraz F(a(s),r(s)) N B(as,7s) = 2. Oczywiscie D4 jest
obszarem (s + 2)-spéjnym oraz D, C D. Zauwazmy, ze dla dostatecznie matego
e>0

S

D((ig = (1 - €)E\ (E(a(s%r(s) + 5 U CL],T] + 6 CC D(S)

jest takze obszarem (s + 2)-sp6jnym. Wowczas, stosujac wzor catkowy Cauchy’ego

do obszaru Dé )) , otrzymujemy

f(k:)( ) = i Ld(— ﬂ/ de
I

27TZ |C|:1_€ (g o Z)k+1 2mi —a(s)|=7’(s)+€ (C - Z)k+1
O o
——>—=dC(, e D%/,
27?2 /( oo (C = 2)FFT (s)

gdzie f € O(D, E). Zatem, dla z € [~1/2,a(5) —7(5) — & — 25:+Y/r(5) +¢€),

Kl o[ 1—¢
®) ()| <— . dt
7@ —QW/O (1 —e)eit — 2]*+1
k[ r) T €
— dt
T or / [(r(s) Fe)ett + ag) — 2|+

2
T ri+e¢
—dt
|(r; + e)ett +aj — z|F+t

1—8 | T(s) T €

7] [ !
=M= ey T
5 r:+¢€
k! J
M) Dh v Pzt

j=1
poniewaz a; — z — & > a; > 2r;. Z dowolnosci € > 0 otrzymujemy
PO < KO 4k Y @
7j=1
dla z € [—1/2,a(5) —T(s) — 2(k+1,)/1“(5)>.

Stad, dzieki dowolnosci s, otrzymujemy

O] < R2H 1 a2 Y

=1

ma z € [-1/2,0),

poniewaz a ) oraz r(y) zmierzajg do 0 gdy s — oco. [
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Dowod Lematu 2.1.4. Ustalmy k € N i zdefiniujmy
(2.1.1) 1= UE (aj, 75 ),

gdzie aj := 279, ry; = 27957%71 Nietrudno sprawdzié, ze (2.1.1) jest obszarem
typu Zalcmana, poniewaz ajy1 + 75 j4+1 < aj — T ; oraz 2ry ; < a; dla wszystkich
keN, j>4.

Ad (a). Ustalmy m < k. Wystarczy pokazaé, ze

C2
— (= log(—2)) D/

(2.1.2) v (21) < € [-1/2,0),

dla pewnej stalej co = co(k) > 0. Istotnie, dzieki (2.1.2) latwo otrzymujemy

0
lim sup f’yD ( 1/2,2) < / ’ygz)(z; 1)dz < o0,
0>2—0 —-1/2

i dowdd (a) jest zakonczony.
Z kolei (2.1.2) otrzymamy, jesli pokazemy, ze

C3

(—2)(~ log(—2)/F+1”

gdzie c3 = c3(k) jest pewna stala dodatnia.
Teraz udowodnimy (2.1.3). Niech z € [—1/2,0). Wowczas istnieja jedyne liczby
N € Noraz b € (1,2] takie, ze z = —b/2N. Zauwazmy, ze

(213)  |f™()] <

€[-1/2,0), f € O(Dy, E),

0o r N 0o r
k,j _ kg
Z (CL‘ — Z)m—H Z m—|—1
j=4 2 j=1 ¢ j=
Oszacujmy oba szeregi. Dla pierwszego mamy
Thj 27m 2 8\ .2
(2.1.4) Z ot Z A1 < Nk+1 9/ 9Nk+1’
j=4 "7 j=4 =0
za$ drugi szacujemy nastepujaco:
o o (0. @]
2N(m+1) 2N(m+1) 1 oNm
(2.1.5) Z TkJH =3 = < <922
m 2jjk—|—1bm+1 2NNk:—|—1 : 2J Nk—|—1
j:N j=N j=0
Uzywajac oszacowan (2.1.4) i (2.1.5) otrzymujemy
i Tk _ 2k (log 2)F12Nm Cy
(a; — )t = bm(log(2V/b))R+1 (—z)™(—log(—2))k

J=4
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gdzie ¢4 = c4(k) := 11 - 2%(log 2)¥*+1. Stosujac Lemat 2.1.3, uzyskujemy

2
1™ ()] < e (1 + € ) 1

(o (—log(=2)F¥1 ) = (=2 (~ log(=2)/1"

co daje (2.1.3) ze staly c3 := 2cicyq, gdzie ¢; = k!28H! jest staly z Lematu 2.1.3
dobra dla wszystkich liczb m < k.
Ad (b). Ustalmy | > k. Pokazemy, ze

() s
2.1.6 Ay > B
(210 o5 2 L log(177e0
dla pewnej stalej dodatniej ¢5 = ¢5(1) > 0.
Zalézmy, ze wlasnosé (2.1.6) jest udowodniona. Ustalmy w € Dj. Wéwezas,
dla dowolnego punktu |z| < 1/4 i dowolnej krzywej a € C,([0,1], D) takiej, ze
a(0) = z, a(l) = w, mamy

(2.1.7) / EACIOOIL / a |a<t>c|51|:g/<(?/||cz<t>|>’

gdzie t, := min{t € [0,1] : |a(t)| = 1/4}; jesli |a(t)| < 1/4 dla t € [0, 1], to t, := 1.
Zauwazmy, ze, poniewaz

|z| < 1/4,

0 o (t)al(t) + oz’—(t)a(t) B %(O/(t)%)

zachodzi nastepujace oszacowanie (jesli ¢, = 1, to w ponizszych formulach zamiast
1/4 piszemy |w|):

to / 1/4
|/ (t)|dt / dz 1
> —— = loglog — — loglog 4.
/0 () log(1/la(®)]) — /2 wlog(1/x) 2|

Biorac infimum po wszystkich takich krzywych «, stosujac (2.1.7) oraz powyzsze
oszacowanie, uzyskujemy

1
f’ygl (w, z) > c5(loglog ﬂ —loglog4).
z
Dlatego, przy z — 0, uzyskujemy (b).
Pozostalo dowie$é (2.1.6). Zgodnie z definicja odleglosci fygl uzyskamy (2.1.6),
jesli wykazemy, ze dla dowolnego punktu |z| < 1/4 istnieje funkcja f, € O(Dy, F)

taka, ze f.(z) = fl(z) = ... = Z(l_l)(z) = 0 oraz

Ce

0,
248 R FIe RN

z pewna stala cg = cg(1) > 0.
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Skonstruujemy taka funkcje. Niech |z| < 1/4. Woéwczas istnieja jedyne liczby
N €N, b e (1,2] oraz 0 € [0,27) takie, ze z = be'® /2. Zauwazmy, ze N > 3.
Niech

Fo(0) =) od ,@ NI = N 42V A€ Dy,

gdzie ag’e := 1 oraz ag’e, e ozé_el, Bp,o € C sa statymi, zaleznymi jedynie od bi 6 (ale

nie od N), dobranymi tak, aby spelniony byl warunek f,(z) = ... = fz(l_l)(z) = 0.
Oczywiscie, f. jest funkecja holomorficzna na Dy,.

Ponizej, w Lemacie 2.1.5, pokazemy, ze definicja funkcji f, jest poprawna, (tzn.
liczby o g, -, aé’_gl, Bp.¢ istnieja), ale najpierw zauwazmy, ze

(2.1.9) (2Nt N =52 Nyl seN.

Lemat 2.1.5. Dla dowolnej liczby z = be'® /2N, gdzie b € [1,2], 0 € [0, 27] oraz
N € N, N > 3, liczby aé’e,...,aé_el,ﬁb’g jak wyzej istniejq oraz ich moduly sq
oszacowane od gory przez stalg a > 0, niezalezng od b i 6. Co wiecey,

-1 2] 1+1
o J
AYEDS (w) Wpp 7 0-

j=0
W szczegolnosci, By := min{|By 0| : b € [1,2],0 € [0,27]} > 0.
Dowdéd Lematu 2.1.5 zostanie przedstawiony pdzniej. Wykorzystujac (2.1.9) uzy-

skamy
1 beiG —(+1)
<2N+j+1 B 2N)

oN+j+1 i1
( 27+1peif )
gdzie c; jest stala dodatnia, zalezna jedynie od I. .
Teraz, z pomoca Lematu 2.1.5, oszacujemy supremum funkcji f, na Dy:

If:Nlp, < Z

o+
Tk,N+1

f(l) )| =

= 2(N+1)(H'1)|Bl bo| > e 2N+

Tk, —|—j—|—1

=a(l+ D2V TN 4 1D)F < g2V (N — 1)F < 2V (N - 1),

gdzie stala cs > 0 zalezy tylko od liczb k oraz [.
Zauwazmy, ze dla funkcji f, := f./|| f:lp, € O(Dg, F) uzyskamy (2.1.8), ponie-
waz
‘f(l)( )‘ C72Nl C7(10g 2)l2Nl Cg
2 (2)] > > = .
cs(N —1)F — cgbl(log(2V/b))"  (|z[log(1/]2]))!
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W ten sposéb dowdd Lematu 2.1.4 jest zakonczony. [

Dowod Lematu 2.1.5. Najpierw skonstruujemy liczby aé’e, " O‘be W tym celu
wykazemy, ze uktad [ — 1 réwnan

(2.1.10) fiz)=..=fIYz) =0
z | — 1 niewiadomymi a;ﬁ, ey aé_ol zawsze ma rozwiazanie, tzn. ma niezerowy wy-
znacznik.

Zauwazmy, ze, stosujac (2.1.9), uktad (2.1.10) jest réwnowazny ukladowi

(2111) ZS' (W) ai}ezo, Szl,,l—l,
7=0

ktory z kolei jest rownowazny z

-1 2] s+1 ' 1 s+1
.- J - _ |- _ o
(21.12) ) (1—2j+1bei9) ajy = (1—2bei9) . os=1,..,1—1.

Jj=1
Aby uproscié¢ oznaczenia, przyjmijmy

. 27
Jo_ -
Ab,e = 9t ipeid’ 7=0,..,01—1,

i zauwazmy, ze |A‘7 ol € [1/8,1] oraz Ap, # Ay, jesli tylko p # v. Dlatego uktad
(2.1.12) jest réwnowazny z

-1
(2.1.13) > (A ) —(A )t s=1,..,0-1,
7j=1

i tatwo zuwazy¢, ze

(2114)  [det[(4] ) ol = [Ab g AP T 1AL — Afgl 2 >0,

I-1>p>v>1

7,8= 1|_

gdzie ¢ jest stalg niezalezna od b oraz 6. Dlatego wybér liczb aae, ...,aé_el jest
zawsze mozliwy; mozna przyjac

-1

Br,o == — E :Ai,eai,9~
i=0

Udowodnimy teraz istnienie stalej . Poniewaz

|Bb,0] < Z |Ab eab ol < lmax{|oci’9\ 10<j<Il-1},
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wystarczy wiec oszacowacé liczby ag g
Zauwazmy, ze |A] |5t € 273 1) dla j = 0,..,1—1, s =1,...,1 -1, b € [1,2]
oraz 0 € [0, 27]. Poniewaz funkcja det jest ciagla, jest wiec ograniczona na zbiorach

zwartych. Ta uwaga oraz (2.1.14) daja nam globalne gérne ograniczenia o, ..., a! ™!

liczb |ag’9|, ooy |d b, niezalezne od b oraz 6. Dlatego mozna przyjac
o :=Imax{|a?| : 0<j <1 -1}

Pozostato udowodni¢, ze By ¢ # 0. Zauwazmy, ze jest to réwnowazne z

—1
(2.1.15) (A7) ad g # —(AD ).
1

J
Przypusémy, ze (2.1.15) nie zachodzi. Wéwczas uzyskamy uklad | réwnan

-1

(2.1.16) > (AL o] g = —(A) ), =1,
j=1
ktéry posiada jedyne rozwiazanie aiﬁ, Jg = 1,...,1 — 1. Teraz, jesli usuniemy z

(2.1.16) pierwsze réwnanie, uzyskamy uktad [ — 1 réwnan

-1
(2117) Z(Ai,9)8+1a{7,9 - _(A2,9>S+17 s = 27 sy l7

j=1

ktéry réwniez posiada to samo jedyne rozwiazanie ai’g, j=1,..,0—1. Ale jesli
poréwnamy rozwiazania ukladéw (2.1.13) i (2.1.17), otrzymamy

0
% =1, j=1,...,1—1,
b,0
co jest niemozliwe i, w konsekwencji, formuta (2.1.15) jest prawdziwa.
Teraz, poniewaz |Byp | jest, ze wzgledu na zmienne (b,6), dodatnia funkcja
ciagla, okreslona na zbiorze zwartym [1,2] x [0, 27|, wnioskujemy, ze B; > 0, co
koniczy dowdd Lematu 2.1.5. [

2.2. Wzrost [ ’ygc), a zupelno$¢ w obszarach plaskich. Jak zobaczyliSmy
w dowodzie Twierdzenia 2.1.2, na to, aby obszar typu Zalcmana rozgraniczat zu-
petnosé ze wzgledu na wewnetrzne odleglosci Carathéodory’ego—Reiffena rzedow
m < k oraz | > k, funkcje yg) musza spelnia¢ pewne specjalne warunki wzrostu.
Nastepujace twierdzenie pokazuje, jak ostroznie nalezy konstruowaé¢ odpowiedni

obszar.
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Twierdzenie 2.2.1. ([Zap 02]) Niech D C C bedzie obszarem ograniczonym, k,l €
N, k <, iniech 0 < o < 1 bedzie takg liczbg, aby Vg)(z; 1) < c(dist(z,0D))~ %, z €
D, dla pewnej stalej dodatniej c. Wtedy

’yg)(z; 1) < ¢(dist(z,0D))~%, ze D,

dla pewnych stalych dodatnich ¢’ oraz o < 1.

Poniewaz taki wzrost daje nam niezupetnosé obszaréw typu Zalcmana D, otrzy-
mujemy wiec

Whniosek 2.2.2. Jesli dla dowolnego obszaru typu Zalecmana D istniejg stale do-

datnie ¢ oraz o < 1 takie, Ze

limsup’ygc)(z; 1) < clz| 77,
0>z—0
to D jest f’yg)—m’ezupeiny dla dowolnego | > k.
W dowodzie Twierdzenia 2.2.1 wykorzystamy ponizszy lemat.

Lemat 2.2.3. Jesli D C C jest obszarem ograniczonym, to dla dowolnych liczb
k,leN, k<l

(k)

D (207 1) ) ) l/k
(dD(Zo))(l_k)/k 2 (f}/D (207 1)) , 20 € D.

Dowod Lematu 2.2.3. Ustalmy liczby k,1 € N, k <[, oraz punkt z9 € D. Wéwczas
dla funkcji f € O(D, E) takiej, ze f(z0) = f'(20) = ... = f7Y(2) = 0, okreslamy

2)/(z — z0)tF Z2FEZ
o= { [t

Zauwazmy, ze g jest funkcja holomorficzng na D. Ponadto, korzystajac z rozwiniecia
w szereg Taylora funkcji f w punkcie zy, uzyskujemy

> () .
g(Z) = Z f j(!ZO) (Z - 20>j_l+k7 zeD.

=l
Zatem
(2.2.1) g™ (2) =0, m=0,1,....k—1,

oraz

(2.2.2) 9" () = %f(l)(zo).
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Stosujac Zasade Maksimum dla funkcji holomorficznych (zob. Dodatek, D 2) wnio-
skujemy, ze
lgllp < 1/(dp(20))"".

Dlatego, dzigki (2.2.1), funkcja h := (dp(z0))'~*g € O(D, E) spelnia warunki z de-
finicji pseudometryki Carathéodory’ego—Reiffena rzedu k. Stad, korzystajac z for-
muly (2.2.2), uzyskujemy

1 1/k dr(20))—F 1/k
8 1) 2 sup ()} = (L2 s 70 )

= ((dp(20))" (75 (203 1))YYE = (dp(20)) 0/ * (1) (20; 1)) %,

co konczy dowod Lematu 2.2.3. [
Dowdd Twierdzenia 2.2.1. 7 Lematu 2.2.3 wynika, ze dla liczb k,l € N, k <,

(7 (2 1)1

D(,.1) < D
(1) < (dist(z,0D))=k)/1” Fes
Stad, jesli ’ygf)(z; 1) < ¢(dist(z,0D))™%, to
ck/l o

75 (2:1) < 2 €D,

(dist(z, OD))(ek+l=k)/L ~ (dist(z, 0D))"’

gdzie ¢/ :=c*/' oraz o/ :=1— (1 —a)k/l < 1. O
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I11. Zupelno$é pseudowypuklych obszaréw Reinhardta

W Rozdziale tym przedstawiona jest charakteryzacja ograniczonych pseudowy-
puklych obszaréw Reinhardta, ktére sg zupelne ze wzgledu na wewnetrzna odlegtosé
Carathéodory’ego-Reiffena wyzszych rzedow.

3.1. Geometria pseudowypuklych obszaré6w Reinhardta oraz stozki wy-
pukte. Dla obszaru Reinhardta D C C", przyjmijmy

log D :={z = (x1,...,2,) € R": (e™,...,e") € D}.

Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomiedzy obszarami Reinhardta
w CI i obszarami w R™ dana przez zwiazek

{obszary Reinhardta w C}} > D — log D € {obszary w R"}.

Niech

Vi={2=(21,...,20) €C": 2; =0}, j=1,...,n,
Wi ={2=(21,...,2,) €C": 25 =1}, j=1,...,n.

W dalszej czesci pracy bedziemy korzysta¢ z nastepujacej charakteryzacji pseudo-
wypuklych obszaréw Reinhardta.

Twierdzenie 3.1.1. ([Vla 66], [Jak-Jar 01]) Niech D C C" bedzie obszarem Rein-
hardta. Wowczas D jest pseudowypukty wtedy @ tylko wtedy, gdy log D jest obszarem
wypuklym oraz dla dowolnego j € {1,...,n},

jesli DNV, # @ i (2/,2;,2") € D, to (2/,2zj,2") € D dla dowolnego \ € E.

W badaniu wtasnosci pseudowypuktych obszaréw Reinhardta wazna role odgry-
waja stozki zwigzane z logarytmicznym obrazem tych obszaréw.

Zbiér C C R™ nazywamy stozkiem o wierzcholku w punkcie a jesli a+t(v—a) € C
dla dowolnych v € C, t > 0. Stozek o wierzchotku w punkcie 0 nazywaé bedziemy
krotko stozkiem.

Dla obszaru wypuklego Q C R" oraz punktu a € Q definiujemy

¢(Q,a):={veR":a+RyvcCQ}

Zauwazmy, ze zbior €(£2, a) jest domknietym stozkiem wypuklym. Co wiecej, mamy
¢(Q,a) = €(Q,b) dla dowolnych a,b € Q. Dlatego mozna dobrze zdefiniowaé
¢(Q) := €(Q,a) dla pewnego (dowolnego) a € Q. Dla pseudowypuklego obszaru
Reinhardta D C C" definiujemy €(D) := €(log D).

Przedstawimy teraz pewne lematy, uzyteczne w dalszej czedci rozwazan.
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Lemat 3.1.2. ([Zwo 00b]) Niech D C C™ bedzie pseudowypuklym obszarem Rein-
hardta oraz niech o € 7.
(a) Jesli (a,v) < 0 dla dowolnego wektora v € €(D), v # 0, to z* € H>®(D).
(b) Jesli z* € H>* (D), to (o,v) <0 dla wszystkich wektoréw v € €(D).
Lemat 3.1.3. ([Zwo 01]) Niech Q C R™ bedzie nieograniczonym obszarem wypu-
ktym. Niech pj(z) :=x;, x = (x1,...,xp) € R, j=1,...,n. Zaldzmy, Ze

supp; () <oo, j=1,..,n.

Wtedy dla dowolnego a € () istniejg otwarte otoczenie U punktu a oraz wektor
veR™ \ {0} takie, Ze U +Riv C Q.

Ponadto, bedziemy korzystaé z nastepujacej charakteryzacji.

Twierdzenie 3.1.4. ([Zwo 00b]) Niech D C C™ bedzie hiperbolicznym pseudowy-
puktym obszarem Reinhardta. Wtedy nastepujgce warunki sg rownowazne:
(i) D jest algebraicznie réwnowazny z obszarem nieograniczonym;

(ii) D jest algebraicznie réwnowazny z obszarem ograniczonym D takim, Ze

(3.1.1) istnieje indeks j € {1,...,n} taki, e DNV; #@ i DNV = @.

3.2. Zupelnos¢ obszar6w Reinhardta wzgledem [ 'ygg). Charakteryzacja hi-
perbolicznych pseudowypuktych obszaréw Reinhardta zupetlnych ze wzgledu na od-
legtosé¢ Carathéodory’ego jak i na wewnetrzna odlegtosé¢ Carathéodory’ego, przed-
stawiona jest w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.2.1. ([Pfl 84|, [Fu 94], [Zwo 00a], [Zwo 01]) Niech D bedzie hiper-
bolicznym pseudowypuklym obszarem Reinhardta. Nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

(i) obszar D jest cp-skoriczenie zwarty;

(ii) obszar D jest cp-zupelny;

(iii) obszar D jest ograniczony oraz spelniony jest nastepujocy warunek

(3.2.1) dla dowolnego j € {1,...,n}, jesli DNV; # @, to DNV, # &;

(iv) obszar D jest ¢t -zupelny.
Naszym celem jest udowodnienie nastepujacego wyniku.

Twierdznie 3.2.2. ([Zap 03]) Niech k € N. Hiperboliczny pseudowypukly obszar
Reinhardta D jest [ vg)zupeiny wtedy 1 tylko wtedy, gdy D jest cp-zupeiny.

Dow6d Twierdzenia 3.2.2 jest rozwinigciem metod stosowanych w [Zwo 01]. Ko-
rzysta takze z redukcji przedstawionych w [Zwo 00a].

Dowdd Twierdzenia 3.2.2. 7 uwagi na nieréwnosci (1.4.2) oraz Twierdzenie 3.2.1
wystarczy pokazad, ze dowolny obszar D nie spelniajacy warunku (iii) z Twierdzenia

3.2.1 nie jest f’ygf)—zupelny.
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Dalej, korzystajac z Twierdzenia 3.1.4, mozemy zalozy¢, uzywajac w razie po-
trzeby algebraicznego biholomorfizmu, ze obszar D jest ograniczony i nie spelnia
warunku (3.2.1). Oznacza to, ze istnieje indeks j € {1,...,n} taki, iz DNV, # &
oraz DN V; = @.

Mozemy zalozy¢, ze istnieja liczby 1 <1 < m < n takie, ze

ﬁﬂVj#Q oraz DNV;=09, j=1,..1,
DNV;=2, j=Il+1,...,m
DNV, #@, j=m+1,..,n

Mozemy zredukowac¢ nasze rozwazania do przypadku m = n Istotnie, niech D:
DN Vg1 N...NV,. Oczywiscie, jesli obszar D nie jest f 7 zupelny, to réwniez D

nie jest ffyD -zupelny. Zatem po utozsamieniu, DcC cm™, DN Vi=o,j=1,...,m,
oraz D N Vi =0, j=1+4+1,...,m. Co wigcej, uzywajac charakteryzacji obszaréw

Reinhardta z Lematu 3.1.1, mozna latwo sprawdzi¢, ze Dn Vi#o, j=1,..,1
Zaktadamy wiec, ze

(3.2.17) DcCCl, DNV,#@,j=1,.,1, DNV,=@, j=1l+1,..,n

Dalej, mozemy takze zatozy¢, ze (1,...,1) € D. Stosujac Lemat 3.1.3 do obszaru
Q :=log D oraz punktu a := (0, ...,0) stwierdzamy, ze istnieja wektor v € R™ \ {0}
i otoczenie otwarte U punktu a takie, ze

r+tvelogD, zeU t>D0.

Z uwagi na (3.2.1’) mozemy bez straty ogdlnosci zalozy¢, ze v = (vy, ..., v, 0, ..., 0),
gdzie v; < 0, j = 1,...,m, oraz < m < [ (m jest ustalone). Przyjmijmy v, :=
—vj, j = 1,...,m. Mozemy takze zalozy¢, ze v; = 1. Utozsamiajgc, podobnie jak
wyzej, D:= DﬂWm+1ﬂ .NW,, z obszarem Dccm mozemy zalozy¢, ze yi, ..., Yn >
0. Wéwcezas
r+tyelogD, t<0, zeUl.

Biorac zamiast otoczenia U cze$é jego przekroju wzdiéz =1 = 0 postaci {0} x
(log 3, —log §)"~ ! oraz korzystajac z kontraktywnosci odleg}osm [ 7D wnosimy, ze

dowdd bedzie zakonczony, jesli pokazemy, ze D nie jest [ fyD —zupe}ny, gdzie D C C?
jest pseudowypuklym obszarem Reinhardta takim, ze

log D = {0} x (logd, — log 5)”_1 + (R<o)7,

gdzie § € (0,1) oraz v = (71, ..., %) € RZy, 71 := 1.

Ustalmy taki obszar D oraz liczbe k € N. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozyc¢,
zen > 2. Dlars,teRoraz v = (71,...,n) € RYy prayjmijmy t7 := (¢, ..., t")
oraz YtV 1= (At T, Lyt o).
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Pokazemy, ze ’ygc)—dlugoéé krzywej (0,1/2) 2 t — t¥ € D jest skonczona, tzn.

/2
(3.2.2) / ’ygc)(tﬁy;’yt’y_l)dt < 00.
0

Niech a € Z. Zauwazmy, ze —y € €(D). Dlatego, dzieki Lematowi 3.1.2, 2 jest
funkcja ograniczong na D wtedy i tylko wtedy, gdy (a,~) > 0.
Dowolna funkcje f € O(D, E) mozemy rozwinaé¢ w szereg Laurenta

f(z) = Z an2®, z€D,

acZm

gdzie wspotezynnik

1 f(<)
a = : d¢y...d n
¢ (2mi)™ /|<1|—7~1,...,|<n|—7~n gatl 1---d6

jest niezalezny od promieni (71, ...,7,) € D, a zbieznos¢ szeregu jest lokalnie jedno-
stajna na D.
Zauwazmy, ze

1
(323) |aa| S T_a7 r= (Tla "'7rn> € D.

Latwo wywnioskowaé z (3.2.3), ze a,, = 0 dla wszystkich wielowskaznikéow o € Z"
takich, ze z® jest funkcja nieograniczong na D (tzn. (a,~y) < 0). Dlatego

f(z) = Z aqnz®, z€D.

a€Z™:{a,y)>0

Biorac w (3.2.3) 71 < 1 dowolnie duze oraz rj, j = 2,...,n, dowolnie bliskie § (lub
1/9), uzyskamy oszacowanie

(3_2.4) ‘aa| < 5|a2|+...+|an|, o = (041, ~~~,Oén) c 7 <a,7> > 0,

gdzie |o;| oznacza modul liczby «;.
Z drugiej strony, dla takiej funkcji i dowolnego indeksu j =1, ..., k,

. . 3
(325 fOuNXO M= S an Y Lpsla)XPilemh X ecn,
a€Z™:(a,y)>0  BEI} p!
: n 1 ,
gdzie pg(a) = [[;_; ps, (o)) oraz pg, (a;) := &0 (=10, j=1,...,n.

Dla funkcji f € O(D,E), ordgy f > k, mamy fU)(t7)X = 0 dla dowolnego
X € C" oraz j =0, ...,k — 1. Dlatego, dla takiej funkcji,

(3.2.6) fONX*i =0, XeC", j=1,.. k-1
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Wykorzystujac (3.2.5) i (3.2.6) uzyskamy

(3:27) fOEe T = Y aala )i
a€Z™:{c,v)>0

dla dowolnej funkcji f € O(D, E) takiej, ze ordgr f > k.
Zalézmy, ze wzér (3.2.7) jest udowodniony. Stad, dzieki (3.2.7) i (3.2.4),

_ 1 N N . ~
| foiy ()t MR < Vi S gllasletanb kg qyglam/k-t,
L a€Zri(am) >0

Zatem, jesli wezmiemy infimum po wzystkich funkcjach f € O(D, E) takich, ze
ord¢y f > k, otrzymamy

k — 1 « «@ « —
,Y(D)(tv; ,th’ 1) < 7 Z 5(| 2|+ n|)/k<a,fy>t< )/ k 1
T a€Zm™:{a,y)>0

Zauwazmy teraz, ze zmieniajac kolejno$¢ catkowania z sumowaniem uzyskujemy

1/2 X
/ Y (475487t
0

1/2
< kl, 3 5(|a2|+...+|an|>/k/ (o, y ) =1 gy
k! a€Z™:{a,y)>0 0
1 k
_ (o 4+l )/
I a7k
Q€L {a,)>0
__k 3 slleczl+ o)/ 3 _
= e/
T ag,e,0n €Z:{0,y) >0 a1 €Z:a1>—(a’,y')
k 1
_ (loal+...+lecn]) /K
/T Z 0 2 )+ [=(a' "))/’

Qg,...,an €Z:(a,y)>0

gdzie o = (g, ...,an), ¥ = (Y2,...,7n) oraz [z] oznacza najwigksza liczbe cal-
kowitg nie przekraczajaca x € R. Poniewaz ({o/,~') + [—{(a/,7")])/k > —1, zatem
ostatnia liczba jet skonczona, co, wobec zbieznosci ostatniego szeregu, daje nam
oszacowanie (3.2.2).

Pozostal do udowodnienia wzér (3.2.7). Zauwazmy, ze, majac formule (3.2.6),
uzyskamy (3.2.7) jesli pokazemy, ze istnieja M € N, Xy, ..., Xpr € C*, by,...,bp €
C oraz k1, ....knp € {1,...,k — 1} takie, ze

(3.2.8) Z ﬁ' (ps(c Zb

Bely

> ﬁ'pg( a)X? a7

Bely,
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Zauwazmy, ze jesli 3 € I, 1 <1 < k, to pg(a) — o = Z ( ), gdzie Q/B
jest wielomianem Jednorodnym stopnia j. Qf (a) jest suma Jednomlanow stopnia j,
ktore sa postaci q?aﬁ_‘s, gdzie § € Ij"_; oraz liczby q? € C sa takie, ze qg = 0 jesli
tylko istnieje indeks [ taki, ze (5; < ¢;.

Dlatego tatwo zauwazy¢, ze otrzymamy (3.2.8), jesli pokazemy, ze dla dowolnych
1<r<k, 1<j<r—1,0 €l ;oraz X € C", istnieja N €N, Y7,..., Yy € C"
oraz ci,...,cy € C takie, ze

N .
|
B—=0xB _ J: vy n
(3.2.9) Zﬁlq(;a X ZCSZ s YS, aeZ™
Beln s=1  velr
Poniewaz
7! _
Z @qﬁaﬁ X7 = Z @‘J?O‘B X7
pely BeI™: '

B,>6;, 1<i<n

1!
_ —|—5 VXV—|—5 oV TV U—|—5Xl/+5
Z (v + 5 Z (v +0)! ot oynds ’

velr yeI"
otrzymamy wzor (3.2.9), jesli zastosujemy ponizszy lemat ze stalymi

riv! V—|—5Xu—|—5

C,=0Cy(r,j,6,X):= mq(s ,

velr,

co konczy dowod. [J

Lemat 3.2.3. Dla dowolej liczby j € N i dowolnego ciggu {CV}VGI;} C C istniejg
NeN, Y,.... Yy € C" oraz ¢y, ...,cn € C takie, Ze

(3.2.10) Y eYr=0C, vell

Dowéd Lematu 3.2.3. Dla dowolnych v, € I}, v # p, niech m = m(v,pu) =
max{l ul # i }. W zbiorze I7 wprowadzamy nastepujacy porzadek: dla dowolnych
v, € I, v # u, powiemy, ze v < W Wtedy i tylko wtedy, gdy v, < fim- Dlatego

mozemy napisac [;' = {wh .. vh } gdzie ! < ! dla dowolnego [ =1, ..., vi — 1.
Niech

=1
a i =jai1—j+2, 1=2,...n
Okreslamy Y7 := (291, ...,2%). Stad uzyskujemy

(3.2.11) YV =20 =100
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gdzie t; e Noraz j =t < ... < t, n. Istotnie, z uwagi na porzadek wprowadzony w

zbiorze I3 oraz definicj¢ llczb ar, Jedyme dwa nast@pujqce przypadki sq mozliwe:

a) vt = (Wb vk, ), v = (W — 10k + 1,0k W), gdzie v > 0; wedy

r'n

tpr —tp=vi =142k +1) vt —2dk =1>0.

~~

b) vt = (0,..,0,vL vl . 0k, v = (= R—1,0,...,0,vf 1 +1,...,13,), gdzie

S S

R:= Zp sl p, wtedy

thbi—th=j—R—1+ as+1(yé+1 +1)— asué — as+1ué+1

:j—R—1+a5+1—asué:jas—asyé—R—l—lzas(j—yé—R)+1:1,

poniewaz j — vl — R=S"°"1 L = 0.

p=1"p
Dlatego istnieja tylko dwie mozliwosci.
1.ty = j+1—1 dla dowolnego | = 1,...,.7; wowczas przyjmujemy N := .7 i

definiujemy Y := (2%%1,...,2%) dla s = 2, ..., N.
Skonstruujemy teraz liczby ¢y, ..., cy. Zauwazmy, ze uklad réwnan (3.2.10) jest
réwnowazny z

N
(3.2.12) » 2t =C,, 1=1,..,N.

s=1

Jest jasne, ze uklad (3.2.12) ma jedyne rozwiazanie c¢q,...,cn jesli tylko jego wy-
znacznik nie jest rowny zero. Szczesliwie,

N>s>1>1

jest liczba niezerowa i dowdéd w tym przypadku jest zakonczony.

2. Istnieje liczba [ taka, ze t;11 > t; + 1; woéwczas wypelniamy luki w ciagu ¢;
brakujagcyml liczbami naturalnymi i, po przenumerowaniu, uzyskuJemy nowy ciag
J = Ul .., UN = ten taki, ze u; = 7+ 1 — 1 dla dowolnego | = ., N. Za-
uwazmy, ze jest to takze definicja liczby N. Dla nowo Wprowadzonych hczb ug,
tj. dla tych w;, ktére ne maja odpowiednika pomiedzy liczbami t¢;, definiujemy
v = (w0, ...,0) € Z" oraz C,i := 0. W ten sposoéb uzyskujemy wlasno$é¢ (3.2.11)
dla wszystkich liczb u;. Potem, postepujac doktadnie jak w przypadku 1, konstru-
ujemy wektory Ys, ..., Yy i dowodzimy istnienie ¢y, ...,cy. W tym przypadku, jed-
nakze, aby spelniony byl warunek (3.2.10), wykorzystujemy jedynie te réwnania z
uktadu (3.2.12), ktére pochodza od poczatkowo istniejacych indekséw v/ € I, tj
tych, ktére istnialy przed wypelnieniem luk w ciagu ¢;. O

Uwaga 3.2.4. Lemat 3.2.3 okazuje sie by¢ szczegdlnym przypadkiem zagadnien
zwiazanych ze zbiorami determinujacymi rozwazanych przez J. Siciaka w roku 1962

(zob. [Sic 62]).
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Przyjmijmy
k k
Ime=JIy, ipe=#ip=> 1.
j=0 j=0

Zbiér E C C" nazywamy determinujgcym, jesli dla dowolnej liczby d € N istnieje
uktad punktéw {21, ..., 2 } C E taki, ze

el
V(21 zim) = det[zj]j:ﬁ..,zg # 0.
Lemat 3.2.5. ([Sic 62], Corollary 1) Niech E C C". Jesli istnieje cigg (27)32, C
E, gdzie 7 = (z{ .., 2)) sq takie, ze zlj # 2 dla dowolnych | = 1,..,n oraz
J k€N, j#k, to 2bior E jest determinujgcy.

Tez¢ Lematu 3.2.3 uzyskujemy nastepujaco. Przyjmujemy N := o7

niamy uklad (3.2.10) réwnaniami dla indekséw v € TJ” \ I' przyjmujac dowolne
wspolezynniki po prawej stronie dopisanych réwnan, np. €, = 0. W ten sposéb
otrzymujemy uktad réwnan

i uzupel-

N
(3.2.13) eVl =0, vel

s=1

Wektory Ys = (Ys1,....,Y5) € C*, s = 1,..., N, wybieramy dowolnie tak, aby
Ysi # Yy dlal =1,..,noraz s,t € {1,...,N}, s # t. Woéwczas, na mocy Lematu
3.2.5, wyznacznik ukladu réwnan (3.2.13) ze zmiennymi zespolonymi cy, ..., ¢y jest
niezerowy, istnieje wigc jedno rozwigzanie tego uktadu.
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Dodatek

Ponizsze definicje i rezultaty mozna znalezé w: [Gun-Ros 65], [Hor 90], [Jak-Jar
01], [Kli 91], [Kra 82], [Niv 95], [Rad 37], [Ran 86].

Niech D C C™ bedzie dowolnym obszarem. Powiemy, ze funkcja f € C*(D,C)
jest holomorficzna, jesli 0f /0Z; = 0na D dlaj =1,...,n,gdziedla z = (21, ..., 2,) €
C", zj =x; +iy;, vj,y; €ER, j=1,..,n,

0 _1(o 0N,
oz, 2\ox;, oy ) T oo

Zbiér wszystkich funkeji holomorficznych f : D — 13, gdzie D cC C, oznaczamy
przez O(D, D). O(D) := O(D, C). Zbiér wszystkich odwzorowan holomorficznych
f:D — G, gdzie G C C™ jest dowolnym obszarem, oznaczamy przez O(D, G).

Odwzorowanie holomorficzne f : D — G, gdzie D, G sa jak wyzej, nazywamy
biholomorficznym, jesli jest ono bijekcja.

Niech U C C bedzie zbiorem otwartym. Moéwimy, ze pélciggla z géry funkcja
u: U — R_ jest subharmoniczna (w skrécie sh), jesli dla dowolnego relatywnie
zwartego podzbioru Uy zbioru U i dla dowolnej funkcji h, ciaglej na Uy i harmo-
nicznej na Uy, mamy: jesli u < h na Uy, to u < h na Uy. Piszemy: u € SH(U).

Teraz niech U bedzie zbiorem otwartym w C™. Pélciagta z gory funkcje u : U —
R_ o nazywamy plurisubharmoniczng na U, jesli dla dowolnego punktu a € U oraz
dowolnego wektora X € C™ funkcja

AeC:a+ XX eU}a A —ula+2X)eR_

jest subharmoniczna (jako funkcja jednej zmiennej zespolonej). Zbior wszystkich
funkcji plurisubharmonicznych na U oznaczamy przez PSH(U).

Méwimy, ze zbior P C C™ jest pluripolarny, jesli dla dowolnego punktu z € P
istnieja spdjne otoczenie U, punktu z oraz funkcja u, € PSH(U,), u, # —oo,
takie, ze PNU, C u;*(—0o0). Jedli n = 1, to zbiér P nazywamy polarnym.

Mowimy, ze obszar D C C™ jest obszarem holomorficznoéci, jesli istnieje funk-
cja f holomorficzna na D taka, ze dla dowolnej pary (Uy, Us) niepustych zbioréw
otwartych U; C C™ takich, ze Uy C Us N D C Uy, U; jest spéjny, funkcja f|u,
nie jest restrykcjg zadnej z funkeji f € O(Us). Zauwazmy, ze dowolny obszar na
plaszczyznie zespolonej jest obszarem holomorficznodci.

Moéwimy, ze obszar D C C" jest pseudowypykly, jesli funkcja —logdist(-,dD)
jest funkcja plurisubharmoniczng na D.

Moéwimy, ze ograniczony obszar D C C” jest hiperwypukly, jesli istnieje funkcja
u € C(D)NPSH(D), u < 0, taka, ze dla dowolnej liczby ¢ < 0 zbiér {z € D :
u(z) < €} jest relatywnie zwarty w D. Funkcje u nazywamy funkcjo wyczerpujacg
na D.

Moéwimy, ze ograniczony obszar D C C" jest Scisle hiperwypukly, jesli istnieja
ograniczony obszar @ C C" oraz funkcja u € C(2) N PSH(R?), u < 1, taka, ze
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D = {z € Q:u(z) <0}, funkcja u jest wyczerpujaca na €2 oraz dla dowolnej liczby
¢ € 10,1] zbior {z € Q: u(z) < ¢} jest spdjny.
Whprost z definicji wynika, ze dla dowolnego obszaru D C C™

D jest 3cisle hiperwypukty =- D jest hiperwypukly =- D jest pseudowypukty.
D 1. (Rozwiazanie Problemu Leviego). Obszar D C C™ jest obszarem holomorficz-

nosct wtedy i tylko wtedy, gdy D jest pseudowypukly.

D 2. (Zasada Maksimum dla funkcji holomorficznych). Niech D C C™ bedzie ob-
szarem i niech f € O(D), f # const. Wtedy

(a) funkcja |f| nie osigga lokalnych maksimoéw w D;

(b) jesli, ponadto, D jest ograniczony, to

[f(2)| < sup {limsup|f(2)[}, =€ D.
(edD D>3z—¢

D 3. Niech D C C" bedzie obszarem. Jesli f € O(D), to log|f| € PSH(D).
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Lista symboli

Symbole ogdlne

:= zbior liczb naturalnych (0 ¢ N);
:= pierscien liczb catkowitych;
:= cialo liczb rzeczywistych;
:= cialo liczb zespolonych;
= AN\{0};
Ay = ANJ0,00);
A_ = AN (—o0,0];
Aso:=AN(0,00);
Acg:=AN(—00,0);
A_ i =AU{-o0};
A" = A X ... X A;

—_——

= 0" NZ

AL = (A"

A := domkniecie zbioru A C C™ w topologii naturalnej;

R := czedé rzeczywista liczby A € C;

|A| := modut liczby A € C;

12| == v/|21]% + ... + |2u]? norma euklidesowa w C", z € C™;

2% ="z, 2z, € C jedli aj <0, to 25 # 0;

C(D, @) := zbiér odwzorowan ciagtych f: D — G;

C*(D, Q) := zbiér odwzorowan f : D — G klasy C*, k € N;

O(D, G) := zbiér odwzorowan holomorficznych f: D — G;

O(D) := O(D,C);

H*(D) := zbiér funkcji holomorficznych i ograniczonych na D;

SH(U) := zbidr funkcji subharmonicznych f:U — R_,, U C C;

PSH(U) := zbiér funkcji plurisubharmonicznych f: U — R_,,, U C C";

(z,w) := z1wW1 + ... + 2, W, = iloczyn skalarny w C", z,w € C";

By(z,r) :={w € C" : d(z,w) < r} = kula otwarta o Srodku w punkcie z € C" i
promieniu r > 0, d jest odlegloscia w C";

B(z,r) := By(z,r), gdzie d jest odlegloscia euklidesowa;

D, — elementarny obszar Reinhardta, a € N;

E :={z¢eC:|z| <1} = dysk jednostkowy w C.

Rozdzial 1

m(+,-) — odleglto$é Mobiusa,

YN X) =X/ (1= [AP);

p — odlegtos¢ Poincarégo;

cp — pseudoodleglto$é¢ Carathéodory’ego obszaru D;

d := (dp)D obszar w cn — holomorficznie kontraktywna rodzina funkcji;
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vp — pseudometryka Carathéodory’ego-Reiffena obszaru D;

0 := (0p)D obszar w cn» — holomorficznie kontraktywna rodzina pseudometryk;
18] := 1+ ..+ Bn, BETL;

I ={B eZ} :|B| = k};

vy = #17

DOf =9l f)9200 .. 020, BeZr, feOD,Q);

ord, f := krotnoé¢ zera funkcji f € O(D,C) w punkcie z € D;

mg) — funkcja Mobiusa rzedu k obszaru D;

’yg) — pseudometryka Carathéodory’ego—Reiffena rzedu k obszaru D;

¢y — osobliwa funkcja Carathéodory’ego obszaru D;

v3y — osobliwa pseudometryka Carathéodory’ego—Reiffena obszaru D;

gp — funkcja Greena obszaru D;

Ap — pseudometryka Azukawy obszaru D;

C,([a,b], D) := rodzina krzywych « : [a,b] — D kawatkami klasy C';

Ly, — dlugosé (krzywej ciaglej) wzgledem pseudoodleglosci dp;

dt, — wewnetrzna pseudoodlegloéé wzgledem dp;

Ls, — dlugoéé (krzywej kawatkami klasy C') wzgledem pseudometryki dp;
[6p — forma catkowa pseudometryki dp.

Rozdzial 11

dist(z,0A) = inf{||z — w| : w € A}, JA jest brzegiem obszaru w C";
1flla :=sup{|f(z)|:z€ A}, f: A—C.

Rozdzial 111

log D — obraz logarytmiczny obszaru Reinhardta D;

Vi i={2€C":z; =0};

W; ={2€C":z =1}

¢(2,a) — maksymalny podstozek w Q, Q C R", a € ;
¢(Q) :=&(Q,a);

¢(D) :=€(log D), D jest obszarem Reinhardta,;
pj(x) :==x;, © = (21,...,2,) € R";
t = (0, ) € R, AT = (At TS Lyt o), st € Ry oy =

(Y1, s ) € RZp;
I = U?:o 17
= #I = g 1
V(z1, ..., 2;p) — n wymiarowy wyznacznik Vandermonda rzedu 77
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